Equations differentielles lineaires 



Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www. maths -f ranee . f r 

* tres facile ** facile *** difficulty moyenne **** difficile ***** tl -£ s difficile 
I : Incontournable T : pour travailler et memoriser le cours 

Exercice 1 **IT 

Resoudre sur fintervalle I de M propose les equations differentielles suivantes : 

1) xln xy' +y = x, I =]l,+°°[ 2) x{xy' +y — x) = 1, / =] — °°,0[ 

3) 2 xy'+y = x 4 , I =] - °o,0[ 4) y' + 2y = x 2 — 3x, I = R 

5) y' + y = 1+ 1 2e x , I = M 6) y'sinx — ycosx + 1 = 0, / =]0 ,tt[ 


Correction T 


[005476] 


Exercice 2 ***I 

Resoudre l’equation differentielle (1 —x 2 )y' — 2 xy = x 2 sur chacun des intervalles / suivants : / =]l,+°°[, 

/ =] - 1 , 1 [, / =] - 1 , +oo[, / = R. 

Correction ▼ [005477] 


Exercice 3 *** 

Resoudre sur } — °o,0[ et ]0, +°°[ l’equation differentielle : \x\ y' + (x — l)y = x 3 . 

Correction T [005478] 


Exercice 4 ** 

Resoudre sur M les equations differentielles : 

1) y" — 2y' + 2y = xcosxchx 2) y" + 6/ + 9y = x 2 e 2x 3) y" — 2y' +y = chx 

4) y" -2ky' + {\+ k 2 )y = e x sinx, keR\{ 1} 

Correction ▼ [005479] 


Exercice 5 ** 

On considere l’equation differentielle (E ) : ax 2 y" + bxy' + cy = 0 (a, b, c reels, a / 0) pour x G]0, +°° [. 

1. Soit y une fonction deux fois derivable sur ]0,+°°[. Pour t E M, on pose z(t) = y(e t ). Verifier que y est 
deux fois derivable sur ]0, +°o[ si et seulement si z est deux fois derivable sur M. 

2. Effectuer le changement d’inconnue precedent dans l’equation differentielle (E) et verifier que la reso- 
lution de ( E ) se ramene a la resolution d’une equation lineaire du second ordre a coefficients constants. 

3. Resoudre sur ]0, +°°[, l’equation differentielle x 2 y” —xy' +y = 0. 

Correction T [005480] 


Exercice 6 ** 
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Soit a un reel non nul. Soit / continue sur M et periodique de periode T 7^ 0. Montrer que l’equation differen- 
tielle y' + ay = f admet une et une seule solution periodique sur M, de periode T . 

Correction ▼ [005481] 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 

Les equations differentielles a resoudre dans cet exercice sont toutes lineaires du premier ordre. On note (£) 
l’equation differentielle proposee et (£//) l’equation homogene associee. 

1. Les fonctions x i-)- et jc i — >• sont continues sur 7 et on sait que les solutions de (E) sur 7 sont de la 

forme fo + A/i oil fo est une solution particuliere de (E) et f\ est une solution particuliere non nulle de 
(E h ). 

Soit / une fonction derivable sur 7. 


f solution de (£) sur 7 Vx G 7, xln xf'(x) +f(x) = x Vx G 7, In xf'(x) + -f(x) = 1 
Vx G 7, (In x./) , (x) = 1 3A G R/ Vx G 7, /(x) = 

2. Les fonctions xi->’^etxi->-l + ^ sont continues sur / et on sait que les solutions de (£ ) sur / sont de la 
forme fo + A/i oil fo est une solution particuliere de (£) et f\ est une solution particuliere non nulle de 
( e h). 

Soit / une fonction derivable sur I. 


f solution de (£) sur I Vx G /, x(xf'(x) +/(x) — x) = 1 Vx G I, (xf )'(x) = x + - 

X” jr Ini — xl -I- A 

3X G M/ Vx G /, x/(x) = — +ln(— x) + A 3A G M/ Vx G I, f(x) = - H 

Les solutions de (£) sur 7 sont les fonctions de la forme x n | + ln( ^ )+A , A gR. 

3. Les fonctions x i — > ^ et x i — > y sont continues sur 7 =] — °o ; 0[ et on saitque les solutions de (£) sur 7 
sont de la forme fo + A/i oil fo est une solution particuliere de (£) et f\ est une solution particuliere non 
nulle de (Eh). 

Soit / une fonction derivable sur 7. 


1 x 3 

/ solution de (£) sur 7 Vx G 7, f (x) + — /(x ) = — 

Vx G 7, e ln '*l/ 2 /(x) + ^e ln W/ 2 /(x) = '|c ln W/ 2 ^ Vx G 7, (^xf)'(x) = - ^(-x) 7/ 2 

3A G M/ Vx G 7, -\/^x/(x) = ^ (— x) 9//2 + A 

1 A. 

3A G M/ Vx G 7, /(x) = -x 4 H — -= 

9 y — x 

Les solutions de (£) sur 7 sont les fonctions de la forme x ^ + ^,AGM. 

4. Les fonctions x 2 et x x 2 — 3x sont continues sur M et on sait que les solutions de (£) sur M sont de 
la forme fo + ff\ ou fo est une solution particuliere de (£) et f\ est une solution particuliere non nulle 
de (E h ). 

Soit / une fonction derivable sur M. 


/ solution de (£) sur M Vx G M, f'(x) + 2 f(x) = x 2 — 3x 

Vx G M, e 2x f'(x) + 2e 2x f(x) = (x 2 — 3x)e 2x Vx G R, (e lx f)'(x) = (x 2 — 3x)e 2x 

Recherche d’une primitive sur M de la fonction xH (x 2 - 3x)e 2x . 
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lere methode. Deux integrations par parties fournissent : 


J (* 2 — 3x)e 2x dx = ^ (x 2 — 3x)e 2x — ^ J (lx — 3)e 2x dx 

= ^ (* 2 — 3x)e 2x — ^ {lx — 3)e 2x + ^ J e 2x dx 
= ^ {lx 2 - 8* + 3)e 2x + l -e 2x + C=^ {x 2 - Ax + l)e 2x + C 
2eme methode. Cherchons les primitives de * H > {x 2 — 3x)e 2x sous la forme * {ax 2 + bx + c)e 2x . 

{{ax 2 +bx + c)e 2x )' = {l{ax 2 + bx + c) + {lax + b))e 2x = {lax 2 + l{a + b)x + b + lc)e 2x . 

Done, 

{ la = 1 ( a = \ 

l{a + b) = — 3 < b = —2 . 

b + lc = 0 ^ c = 1 

Resolution de (E). 


/ solution de ( E ) sur R Vx E R, {e 2x f)'{x) = {x 2 — 3x)e 2x 3A E R/ V* E R, e 2x f{x) = — lx + l)e 2 ' + A 

x 2 

3A E R/ V* E R, /(*) = — — 2x + 1 + Xe~ 2x . 

Les solutions de ( E ) sur R sont les fonctions de la forme* i-)- y — lx+ 1 + Xe~ 2x ,X E R. 

5. Les fonctions * i-)- 1 et * i-)- t 1,^ sont continues sur R et on sait que les solutions de {E) sur R sont de la 
forme /o + A/i ou /o est une solution particuliere de (E) et f\ est une solution particuliere non nulle de 
(Eh). 

Soit / une fonction derivable sur R. 


1 <? 

f solution de {E) sur R V* E R, f {x) + f{x) = — Vx E R, e x f'(x) + e x f{ x ) = — 

1 + le x 1 + le x 

3A ER/VxER, e x f{x) = ^ ln( 1 + le x ) + A 
3A E R/ V* E R, f{x) = ( ^ ln(l + le x )+X)e~ x 

Les solutions de {E) sur R sont les fonctions de la forme * ->(l \n{\+le x ) + X)e~ x ,X E R. 

6. Les fonctions * *->• — et jc i — >- — A- sont continues sur I =10, 7i\ et on sait que les solutions de (E) sur 
R sont de la forme /o + A/i ou /o est une solution particuliere de (E) et f\ est une solution particuliere 
non nulle de {Eh). 

Mais * i-)- sin* est une solution non nulle de {Eh) sur 7 et * i — cos* est une solution de (E) sur ]0, n[. 
Les solutions de (E) sur ]0, n[ sont les fonctions de la forme * i — > A sin* + cos*, A E R. 


Correction de l’exercice 2 ▲ 

L’equation differentielle a resoudre dans cet exercice est lineaire du premier ordre. On note (E) l’equation 
differentielle proposee et (Eh) l’equation homogene associee. 

Soit I V un des deux intervalles ] — 1 , 1 [ ou ] 1 , +°° [. Les fonctions * i — > et * i — sont continues sur I et 

on sait que les solutions de {E) sur I sont de la forme /o + A/i ou /o est une solution particuliere de (E) et fi 
est une solution particuliere non nulle de (Eh). 
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Resolution de (£) sur I. Soit / une fonction derivable sur I. 


f solution de (E) sur / Vx G I, (1 — x 2 )f'(x ) — 2 x/(x) = x 2 

Vx G /, ((1 — x~)f)'(x) = x 2 3A e R/ Vx E /, (1 — x 2 )/(x) = y + A 

^ 3A G R/ Vx € I, f{x) = 

(en renommant A la constante 3A). 

Si I =] — l,+°°[. 

Soit / une eventuelle solution de (E) sur I. Les restrictions de / a ] — 1, 1[ et ] I . +°o[ sont encore solution de 
(E) et done de la forme precedente. Par suite, necessairement, il existe deux constantes Ai etA 2 telles que, pour 
— 1 < x < 1, f{x) = et pour x > 1, /(x) = Enfin, l’equation impose /( 1) = — 

En resume, une eventuelle solution de (E) sur I est necessairement de la forme : 


Vx> -1, fix) = 


3lH?)Si-l<x<l 

— \ si x = 1 

SI X > ! 


Reciproquement, / ainsi definie, est derivable sur ] — 1 , 1 [ et solution de (E) sur ] — 1 , 1 [, derivable sur ] 1 , +°o[ 
et solution de (E) sur ]l,+°o[ et, si / est derivable en 1 , / verifie encore (E) pour x = 1 . Done, / est solution 
de (E) sur ] — l,+°°[ si et seulement si / est derivable en 1. 

Pour — 1 < x < 1 , 


fix) -7(1) _ 3(1— E) + 2 _ 2x 3 +2Ai +3(1 -x 2 ) 
x— 1 x— 1 6(1— x 2 )(x— 1) 

Quand x tend vers 1 par valeurs inferieures, le denominateur de la fraction tend vers 0 et le numerateur tend 
vers 2(1 + Ai). Done, si Ai ^ — 1, / n’est pas derivable a gauche en 1. De meme, si A 2 n’est pas — 1, / n’est pas 
derivable a droite en — 1. Ainsi, si / est solution de (E) sur /, necessairement Ai = A 2 = — 1. Dans ce cas, pour 
xe]-l,+oo[\{i}, 

r(\_ X 3 ~ 1 _ (x— l)(x 2 +x+ 1) _ x 2 +x+l 

3(1— x 2 ) 3(1— x)(l+x) 3(x+l) ’ 

ce qui reste vrai pour x = 1. Ainsi, si / est une solution de (E) sur ] — l,+°°[, necessairement pour x > — 1, 
fix) = — A 3 +^+ 1 . Reciproquement, / ainsi definie est derivable sur ] — 1, + 00 [ et en particulier en 1. / est done 
solution de (E) sur ] — 1, +°°[. 

Sur ] — 1, +oo[, (E) admet une et une seule solution a savoir la fonction x 1 — > — ^+jy- 

Si I = M, soit / une eventuelle solution de (E) sur M. La restriction de / a ] — l,+°°[ est necessairement la 
fonction precedente. Mais cette fonction tend vers — °o quand x tend vers —1 par valeurs superieures. Done / 
ne peut etre continue sur M et (E) n’a pas de solution sur R. 


Correction de l’exercice 3 A 

Resolution de (E) sur ]0, +°°[. 

Soit / une fonction derivable sur ]0, +°°[. 
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/ solution de (£) sur ]0, +°°[44 Vx G]0, +°°[, \x\f'(x) + {x— 1 )f{x) =x 3 

44 Vx G]0, +°°[, xf'(x ) + (x — 1 )f{x) = x 3 44 Vx G]0, +°°[, f'(x) + (1 )/(x) = x 2 

44 Vx €]0, +~[, ^- ln Y(x) + (1 - I)^“ ln Y(x) = e v ~ lnA x 2 
44 Vx G]0,+°°[, ( — f)'{x ) = xe A = ((x— l)e*y 

44 3A G M/ Vx G]0,+°°[, /(x) = xe _A ((x — l)e A + A) =x 2 — x + Xxe~ x 

Les solutions de ( E ) sur ]0, +°° [ sont les fonctions de la forme xgx 2 -x + Axe - *, A G M. 

Resolution de ( E ) sur ] — °°,0[. 

Soit / une fonction derivable sur ] — °o,0[. 

/ solution de ( E ) sur ] — °o,0[ 44 Vx G]0, +°o[, — x/'(x) + (x — 1 )/(x) = x 3 
44 Vx G] — °°,0[, /'(x) + (-1 + -^)/(x) = -x 2 
44 Vx G] - oo,0[, g-*+ to W/(x) + (-1 + -)e - *+ ln M fix) = - e ~ x+ln ^x 2 
44 Vx G] — °o,0[, (— xe~ x y)' = x 3 e -A (*) 

Determinons une primitive de la fonction x i-4- —x 3 e~ x de la forme (ax 3 + bx 2 + cx + d)e~ x . 


((ax 3 +bx 2 +cx+d)e x )' = (—(ax 3 + bx 2 +cx+d) + (3ax 2 +2bx+c))e x = (— ax 3 + (3a — b)x 2 + (2b — c)x+c — d)e 

et 


((ax 3 + bx 2 + cx + d)e x )' =x 3 e x 44 


—a = — 1 
3a — b = 0 

26-c = 0 
c — d = 0 


a = 1 
b = 3 
c = 6 = d 


Par suite, 


(*) 44 3A G M/ Vx G] — °°,0[, xe X f{x) = (x 3 + 3x 2 + 6x + 6)e * + A 
44 3A G R/ Vx g] — °°,0[, /(x) = x 2 + 3x + 6 + ^ 6 

Les solutions de (£) sur ] — °o,0[ sont les fonctions de la forme x i— )■ x 2 + 3x + 6 + ^ 

On peut montrer que P equation admet une et une seule solution sur M en « recollant » les expressions prece- 
dentes, mais en ce debut d’annee, on manque encore d'outils. 


Correction de l’exercice 4 ▲ 

1. L' equation caracteristique de l’equation homogene y" — 2y' + 2y = 0 est r 2 — 2r + 2 = 0 dont les racines 
sont 1 — i et 1 + i. Les solutions de l’equation homogene sont les fonctions de la forme x i— )• e r (A cosx + 
/rsinx), (A ,/r) G M 2 . L’equation avec second membre s’ecrit 

y" - 2 y' + 2 y=* (e (1+i)x + e^~ 1+i)x + e^ i)x + e^ l ~ i)x ) . 

On applique alors le principe de superposition des solutions. 

Recherche d’une solution particuliere de l’equation y" — 2/ + 2 y = xe 11 U)x . 


1 + i est racine simple de 1’ equation caracteristique et done 1’ equation precedente admet une solution 
particuliere de la forme / : x h > (ax 2 + bx)e^ 1+t ' >x . D’apres la formule de Leibniz : 

f" — 2f + 2/ = (((1 + i) 2 (ax 2 + bx) +2(1 +i)(2ax + b) +2 a) 

— 2((1 +i)(ax 2 + bx) + (2ax + b)) + 2(ax 2 + bx))e <yl+l ^ ,x 
= (2(1 + i)(2ax + b) + 2a — 2((2ax + b)))e^ 1+l ^ x = (2i(2ax + b) + 2a)e lyl+l ^ x 
= (4iax + 2a + 2ib)e^ l+l ^ x 


puis. 


f" — 2f + 2/ = xe ( ’ ]+l)x <+ 4/a = 1 et 2ib + 2a = 0 <+ a = — ^ et b = 

Une solution particuliere de l’equation y" — 2 y 1 + 2 y = xe^ i+ ‘ )x est x i-x |(— ix 2 +x)e^ l+l ^ x . Par conjugai- 
son, une solution particuliere de l’equation y" — 2/ + 2 y = xe^~‘^ x est x i — > \ (ix 2 +x)e i 1 '+ 

Recherche d’une solution particuliere de l’equation y" — 2/ + 2y = xe ( 1 f 'K 

— 1 + / n’est pas racine de l’equation caracteristique et done l’equation precedente admet une solution 
particuliere de la forme / : x i— > (ax + b)e^~ D’apres la formule de Leibniz : 

f" — 2f' + 2f = (((—1 +i) 2 (ax + b) +2(— 1 + i)a ) — 2((— 1 + /)(ax + £>) + a) + 2(ax + /?))^“ 1+! ) A 
= ((ax + ft) (—2/ — 2(— 1 + /) + 2) +2(— 1 + /)a — 2a)e^ _1+! ^ 

= (4(1 - i)(ax + b) - 2(2 - /)a)e (1+ '> = (4(1 - i)ax - 2(2 - i)a + 4(1 - 


puis. 


f" - 2f' + 2f = xe ( - ]+i)x 4(1 - i)a = 1 et 4(1 - i)b - 2(2 - i)a = 0 

1 + i . (2 — i)(l + i) (3 + /)(1 +/) 1+2/ 

*a = — «b= 16(1 _ 0 = 32 = — • 

Une solution particuliere de l’equation y" — 2/ + 2y = xe-" ,+l,x est x i-+ yg(2(l + /)x+ 1 +2 i)e(~ 1+, K 
Par conjugaison, une solution particuliere de l’equation /' — 2/ + 2y = x^ -1- ')* est x i— >• ^(2(1 — /)x + 
l-2i)«(- 1 - , >. 

Une solution particuliere de l’equation y" — 2/ + 2y = xcosxchx est done 


^(2Re(^(— /x 2 +x)c (1+; >+ ^(2(1 + /)x+ 1 + 2i><" 1+, >) 

1 2 

= — Re(4(— /x“ +x)(cosx + /sinx)e' v + (2x + 1 +2(x+ l)/)(cosx + /sinx)e * 

1 2 

= — (4(xcosx+x sinx)e* + ((2x+ l)cosx — 2(x+ l)sinx)e A ) 

Les solutions sur M de P equation proposee sont les fonctions de la forme x *->• (|(xcosx + x 2 sinx) + 
Acosx + jusinx)e* + ((2x + l)cosx — 2(x+ 1) sinx)e~ A ), (A,ju) G M 2 . 

2. L’equation caracteristique de l’equation homogene y" + 6 y' + 9 v = 0 est r 2 + 6r + 9 = 0 qui admet la 
racine double r=— 3. Les solutions de 1’ equation homogene sont les fonctions de la forme x i-+e 3 - v (Ax+ 
ju), (A,ju) G M 2 . 

2 n’est pas racine de l’equation caracteristique et done l’equation proposee admet une solution particu- 
liere de la forme / : x + (ax 2 + bx + c)e 2x . D’apres la formule de Leibniz : 
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f" + 6f + 9/ = ((4 (ax 2 + ftx + c ) + 4(2ax + ft) +2 a) + 6(2(ax 2 + ftx + c) + (2ax + ft)) + 9(ax 2 + ftx + c))e 2A 
= (25 (ax 2 + bx + c) + 10(2 ax + ft) + 2 a)e 2x = (25ax 2 + (20a + 25 b)x + 2a + 10ft + 25 c)e 2x 


puis. 


1 4 6 

f" +6f' + 9f = x 2 e 2x <^25a = 1 et 20a+25ft = 0et2a+ 10ft +25c = 0 44>a = — etft = — — etc = — — . 

25 125 625 

Une solution particuliere de l’equation y" + 6 y' + 9 y = x 2 e 2x est x H > ^5 (25x 2 — 20x + 6)e 2x . 

Les solutions sur M de l’equation proposee sont les fonctions de la forme x i->- (25x 2 — 20x + 6)e 2x + 

(Ax 4 - li)e~ 2x , (A,ju) G R 2 . 

3. L’equation caractcristiquc de l’equation homogene y" — 2y' + \> = 0 est r 2 — 2r+ 1 = 0 qui admet la 
racine double r = 1. Les solutions de l’equation homogene sont les fonctions de la forme x 1 — > e v (Ax + 
ju), (A ,ju) G K 2 . 

Le second membre s’ecrit \(e x + e~ x ). Appliquons le principe de supeiposition des solutions. 

Recherche d’une solution particuliere de l’equation y" — 2/ + v = e x . 

1 est racine double de l’equation caractcristiquc et done l’equation proposee admet une solution particu- 
liere de la forme / : x i-a ax 2 e x . D’apres la formule de Leibniz : 


f" — 2f + f= ((ax 2 + 2(2ax) + 2a) — 2(ax 2 + (2ax)) +ax 2 )e 2 ' =2 ae x 


puis, 

f" -2f' + f = e x <$2a = l^a = l ) . 

Une solution particuliere de l’equation y" — 2 y' + y = e x est x \x 2 e x . 

Recherche d’une solution particuliere de l’equation y" — 2 y' + y = e~ x . 

— 1 n’est pas racine de 1’ equation caractcristiquc et done l’equation proposee admet une solution particu- 
liere de la forme / : xr-t ae~ x . 


f" —2f' + f = (a + 2a + a)e x = 4 ae x 


puis. 


f"~2 f + f = e- x ^a= 1 -. 

Une solution particuliere de l’equation y" — 2/ +y = e~ x est x 1 — > \e~ x . 

Les solutions sur M de l’equation proposee sont les fonctions de la forme x !— y (^j- + Ax + }X)e x + x , 

(A ,n) G M 2 . 

4. Soit k G R. L’equation caracteristique de l’equation homogene y" — 2 ky' + ( I +k 2 )y = 0 est r 2 — 2k r + 1 + 
k 2 = 0 dont le discriminant reduit vaut — 1 = i 2 . Cette equation admet done pour racines k + i et k — i. Les 
solutions de 1’ equation homogene sont les fonctions dc la forme x e tt (Acosx + /./ sinx), ( A. /./ ) Gl 2 . 
Le second membre s’ecrit Im(e^ 1+i ^). Resolvons done l’equation y" — 2y' + y = e^ x+l ^ x . 

Si k / 1, I + i n’est pas racine de l’equation caractcristiquc et done l’equation proposee admet une 
solution particuliere de la forme / : xG ae ii+l>x . Or, 


f" - 2k f + (1 + ft 2 )/ = a((l + if - 2ft(l + i) + 1 + k 2 )e (1+i)x = ((ft - l) 2 - 2(ft - 1 )i)ae (1+i) ' 



et done, 


f" 


2k f + ( 1 +k 2 )f = e {]+i)x ^a = 


1 1 

k — 1 k — 1 — 2i 


k — I 2 / 

(k-l)(k 2 -2k + 5)' 


Une solution particuliere de l’equation y" — 2/ +y = e^ x+ ^ x est x ^ x 2 _^. +5 ^ e ^ 1 +i ^ et une solution 
particuliere de l’equation y" — 2y'+y = e x sin* est 


(t _ 1)(t 2- 2t + 5) lm ((t- l-2/)(cos, + isin,K = (t _ 1)(t2 1 _ 2/t + 5 ) (-2cos J + (i-l) si . IJ K. 
Si k / 1, les solutions de l’equation proposee sont les fonctions de la forme 


(k-l){k 2 -2k + 5) 


(— 2cosx+(& — l)sin*)e T + (Aeos* + /rsin*)e /:;c , (A,jU) G 


Correction de l’exercice 5 ▲ 

1. Supposons y deux fois derivable sur ]0, +<»[. La fonction t e' est deux fois derivable sur M a valeurs 
dans ]0, +oo[ et la fonction * H > y(x ) est deux fois derivable sur ]0,+°o[. Done, puisque pour tout reel 
t, z{t) =y(e t ), la fonction z est deux fois derivable sur M en tant que composee de fonctions deux fois 
derivables. Reciproquement, supposons que z est deux fois derivable sur M. La fonction x i — > lnx est deux 
fois derivable sur ]0,+°°[ a valeurs dans M et la fonction t i— z(t ) est deux fois derivable sur M. Done, 
puisque pour tout reel strictement positif x, y(x) = z(lnx), la fonction y est deux fois derivable sur ]0, +°°[. 

2. Pour t reel, posons done x = e‘ puis, z(t) = y(x) = y{e t ). Alors, z!(t) = e t y'(e t ) = xy' (x) puis z!'(t) = 
e t y'{e t ) + {e t ) 2 y"{e t )=xy'(x)+x 2 y"(x). Done, xy'(x) = z!(t) etx 2 /(x) = z!'(t) -xy'{x) = z"(t) -z!(t). 

Par suite, 

ax 2 y" (x) + bxy' (x) + cy(x) = a(z"{t) — { (f)) + bz' (t) + cz(t) = az"(t) + (b-a)z'{t) +cz{t). 


Done, 


Vx > 0, ax 2 y"{x) + bxy' (x) + cy(x ) = 0 Vf G M, az"(t) + {b — a)z! (t) + cz{t) = 0. 

3. On applique le 2) avec a = \,b = — 1 et c = 1 . L’equation a resoudre sur M est alors z" — 2z' + z = 0. Les 
solutions de cette equation sur M sont les fonctions de la forme t (->• (At + /J-)e t , (A , ju) G M 2 . Les solutions 
sur ]0, +°°[ de l’equation initiale sont done les fonctions de la forme x i — > Axlnx + fJ.x, (A , ju) G M 2 . 


Correction de l’exercice 6 ▲ 


On sait que les solutions sur M de l’equation proposee sont les fonctions de la forme : 

g : x ^ Xe- ax + e~ ax /V/(t) dt, A G R. 

Jo 

Dans ce cas, pourx G M, g{x + T) = Ae _a ^ +r ) +e~ a ^ x+T \^ +T e at f(t) dt. Or, 

r x+T px px~\~T px pT 

/ e at f(t) dt = / e at f(t)dt+ / e a, f(t)dt= / e at f(t)dt+ / e a ^ u+T ^ f(u + T) du 

Jo Jo Jx Jo Jo 

= [ e at f (t) dt + e aT [ e au f{u)du. 

Jo Jo 

Done, 
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Par suite. 


g(x + T) = Xe~ a{x+T) +e~ a ^ x+T) [' e at f (t) dt + e~ ax C e au f{u)du 

Jo Jo 

= Xe~ a{ - X+T] +e~ a[ - x+T) C e at f(t) dt + g(x) - Xe ~ m . 

Jo 


rT 

g est T -periodique Mx € M, Xe~ a(x+T) + g- a (*+ r ) / e at f(t) dt - Xe~ ax = 0 

Jo 

r T p~ aT r T 

^X(\- e - aT ) = e-“ T e at f(t)dt^X = T / «■ 

Jo 1 - e al Jo 

(< e~ aT / 1 cai - a / 0 et T / 0). D’ou l’existence et l’unicite d’une solution T -periodique : 

e ~aT rT rx 

Vx £ R, g{x) = / e at f(t) dte~ ax + e- ax / e at f(t) dt. 

l — e aJ Jo Jo 


7(0 dt 
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